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Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèß
Âûâåäåíû âåðîßòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè äëß ïðîãíîçèðîâàíèß öåíû
òîâàðà. Èçìåíåíèå öåíû òîâàðà îïèñûâàåòñß ñòîõàñòè÷åñêèì äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïðîãíîçèðîâàíèß öåíû òî-
âàðà.
Probability characteristics for forecasting of price of goods are derived.
Change of price by means of stochastic diﬀerential equation is described.
The method of prediction of price is proposed.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: öåíà; ïðîãíîçèðîâàíèå; ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå.
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1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èçâåñòíî [1,2], ÷òî äëß ïðîãíîçèðîâàíèß
ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, â òîì ÷èñëå è äèíàìèêè öåíû, îáû÷íî èñïîëüçóþò àâ-
òîðåãðåññèîííûå ìåòîäû è ìîäåëè ARIMA, à òàêæå ïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè. Îä-
íàêî ýòè ìîäåëè íå ïîçâîëßþò ó÷èòûâàòü íåñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå èçìåíåíèß
ôàêòîðîâ, âîçäåéñòâóþùèõ íà äèíàìèêó öåíû. Ýòî íåèçáåæíî ïðèâîäèò ê îøèá-
êàì â ïðîãíîçèðîâàíèè. Ïîýòîìó ðàçâèòèå ìåòîäîâ ïðîãíîçèðîâàíèß, îðèåíòèðî-
âàííûõ íà ó÷åò íåñòàöèîíàðíûõ èçìåíåíèé, äîëæíî ïîçâîëèòü ñíèçèòü ïîòåðè îò
îøèáîê è îñîáåííî â òåõ ñëó÷àßõ, êîãäà ïðîèñõîäßò ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèß
äèíàìèêè öåíû.
Ðàññìîòðèì ïðîöåññ èçìåíåíèß öåíû íà ðûíêå íà êàêîé-ëèáî òîâàð. Ïðè ýòîì
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðîìå íàêîïëåííîé ñòàòèñòèêè äëß èññëåäîâàíèß íåäîñòóïíà
íèêàêàß äðóãàß èíôîðìàöèß î çàòðàòàõ íà ïðîèçâîäñòâî, îá óðîâíå èíôëßöèè è
äðóãèõ ìàêðî- è ìèêðîýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðàõ, âëèßþùèõ íà öåíó, à èç ïîâñå-
äíåâíîé ïðàêòèêè  öåíà ìîæåò áûòü ïîñòîßííîé, èñïûòûâàòü ñëó÷àéíûå íåñòàöè-
îíàðíûå êîëåáàíèß îòíîñèòåëüíî êàêîãî-ëèáî çíà÷åíèß èëè òðåíäà, ñêà÷êîîáðàçíî
èçìåíßòüñß íà ñëó÷àéíóþ äëß ïîòðåáèòåëß òîâàðà âåëè÷èíó.
Äâà ïåðâûõ âèäà ïîâåäåíèß öåíû ñêëàäûâàþòñß â êðàòêîñðî÷íîì ïåðèîäå íà
ðûíêàõ, ðåãóëèðóåìûõ ãîñóäàðñòâîì, è íà ÷èñòî êîíêóðåíòíûõ ðûíêàõ, ãäå èìåþò
ìåñòî èçìåíåíèß îïòîâûõ öåí íà ñûðüå, ïåðåíîñ òîðãîâûõ òî÷åê èç îäíîãî ðàéîíà
â äðóãîé, ïîßâëåíèå íîâûõ êîíêóðåíòîâ èëè óõîä ñòàðûõ è äðóãèå îáñòîßòåëüñòâà.
Ïðîßâëßþòñß òàêèå ôàêòîðû âî âðåìåíè ñëó÷àéíî, íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî è
â ðåçóëüòàòå îáóñëîâëèâàþò íåñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå èçìåíåíèß öåí.
Òðåòèé âèä õàðàêòåðåí ìîíîïîëèçèðîâàííîìó ðûíêó ëèáî ðûíêó, ñèëüíî çà-
âèñßùåìó îò âíåøíèõ ôàêòîðîâ, òàêèõ êàê ïðîöåíòíàß ñòàâêà, âàëþòíûå ñäåëêè
è íåýêîíîìè÷åñêèå ôàêòîðû, âûçûâàþùèå ñêà÷êîîáðàçíûå èçìåíåíèß öåí.
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Òåïåðü çàïèøåì èñõîäíîå âûðàæåíèå ìåõàíèçìà èçìåíåíèß öåíû, ó÷èòûâàß
òîëüêî ôàêò åå èçìåíåíèß ïðîïîðöèîíàëüíî âåëè÷èíå èçáûòî÷íîãî ñïðîñà â çàâè-




ãäå z(t) ïðåäñòàâëßåò ðàçíîñòü ìåæäó ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì x(t)− y(t) .
Â ñâîþ î÷åðåäü ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå çàâèñßò îò öåí òîâàðà è äîõîäà ïîòðåáè-
òåëß, òî åñòü óðàâíåíèå (1) äîëæíî áûòü çàïèñàíî â âèäå
dp
dt
= f(z(t), p(t), t, J(t)), (2)
ãäå f - ôóíêöèß, îïðåäåëßþùàß òðåíä öåíû.
Äëß ó÷åòà â ýòîì ìåõàíèçìå íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ èçìåíåíèé, î÷åâèäíî,
â åãî ïðàâóþ ÷àñòü ñëåäóåò ââåñòè ñëàãàåìîå
F (t, p(t), J(t))n(t) (3)
à äëß ó÷åòà â íåì ñêà÷êîîáðàçíûõ èçìåíåíèé  ñëàãàåìîå
Φ(t, p(t), J(t))η(t). (4)




= f(z(t), p(t), t, J(t)) + F (t, p(t), J(t))n(t) + Φ(t, p(t), J(t))η(t), (5)
ãäå n(t) =Ψ(t) ◦n(t) - íåñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé íîðìàëüíûé ïðîöåññ ñ êîððåëß-
öèîííîé ôóíêöèåé
R(t, τ) = Ψ(t)Ψ(τ)r(t− τ); (6)
η(t) = ϕ(t)
◦
η(t)− íåñòàöèîíàðíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ, ñ êîððåëßöèîííîé
ôóíêöèåé K(t, τ) = ϕ(t)ϕ(t)q(t− τ) ,
ϕ(t),Ψ(t) − çàäàííûå ôóíêöèè âðåìåíè, ◦n(t)− ñòàöèîíàðíûé öåíòðèðîâàí-
íûé íîðìàëüíûé ïðîöåññ ñ íîðìèðîâàííîé êîððåëßöèîííîé ôóíêöèåé r(t) ;
◦
η(t)− ñòàöèîíàðíûé öåíòðèðîâàííûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ñ íîðìèðîâàííîé
êîððåëßöèîííîé ôóíêöèåé q(t) .
Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß ñóùåñòâóåò, òàê êàê ôóíêöèè f, F,Φ íåïðåðûâíû ïî
ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ, à èõ ïðèðàùåíèß è àìïëèòóäû ñêà÷êîâ îãðàíè÷åíû.
Äëß ïîëíîãî îïèñàíèß öåíû íåîáõîäèìî èìåòü åå çàêîí ðàñïðåäåëåíèß âåðîßò-
íîñòåé. Îòñþäà âûòåêàåò ïîñòàíîâêà íàó÷íîé çàäà÷è: íàéòè ðåøåíèå äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèß, îïèñûâàþùåãî ïîâåäåíèå öåíû, è âû÷èñëèòü åå âåðîßòíîñòíûå
õàðàêòåðèñòèêè.
Öåëü ñòàòüè  ðàçðàáîòêà ìåòîäà âû÷èñëåíèß çàêîíà ðàñïðåäåëåíèß âåðîßòíî-
ñòåé öåíû òîâàðà íà íåñòàöèîíàðíîì ðûíêå è åå ïðîãíîçèðîâàíèß íà çàäàííûé
ìîìåíò âðåìåíè êðàòêîñðî÷íîãî ïåðèîäà.
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2. Ìåòîä âû÷èñëåíèß âåðîßòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê öåíû. Ê âåðîßò-
íîñòíûì õàðàêòåðèñòèêàì îòíîñßòñß: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, öåíòðàëüíûå ìî-
ìåíòû âûñøåãî ïîðßäêà, êîððåëßöèîííàß ôóíêöèß, èíòåãðàëüíûé çàêîí ðàñïðå-





ïîìîùüþ íåêàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèß â âèäå
◦
n(τ) = sinλ1τ + λ2 cosλ1τ, (7)
◦
η(τ) = sinλ3τ + λ4 cosλ3τ, (8)
ãäå λ2 è λ4 - ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïðîèçâîëüíûìè ïëîòíîñòßìè ðàñïðåäåëåíèé è
åäèíè÷íûìè äèñïåðñèßìè. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí λ1 è λ3
ôîðìèðóþòñß êàê ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè ïîñðåäñòâîì ïðåîáðàçîâàíèß Ôóðüå îò
êîððåëßöèîííûõ ôóíêöèé q(τ) è r(τ) . Ïðè ýòîì íîðìèðîâàííàß êîððåëßöèîííàß









Ak exp(−νk |t|)(cosβkt+Bk sinβk |t|) +
M∑
j=1









Ak, Bk, νk, βk, cj , αj , N,M, k = 1, N, j = 1,M - èçâåñòíûå âåëè÷èíû.
Ñîãëàñíî ìåòîäó íåêàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèß ñëó÷àéíîé ôóíêöèè
◦
n(τ) ïëîò-



















(βk + λ1)2 + ν2k
+
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(βk + λ1)2 + ν2k
+
βk − λ1













Ïî àíàëîãè÷íîìó âûðàæåíèþ (10) îïðåäåëßåòñß è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèß
f(λ3) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû λ3.
Äëß âû÷èñëåíèß âåðîßòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê öåíû p(t, λ), ãäå
λ = (λ1, λ2, λ3, λ4) âîñïîëüçóåìñß èíòåðïîëßöèîííûì ìåòîäîì.
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Â ýòîì ìåòîäå ðåøåíèå ñèñòåìû (5) çàïèñûâàåòñß â âèäå ïîëèíîìà Ëàãðàíæà
îò ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ λ1, λ2, λ3, λ4
p(t, λ1, λ2, ..., λ4) =
q1,...,q4∑
k1,...,k4
p(t, τ1k1 , ..., τ4k4)Lk1...k4(λ1, ..., λ4), (12)







Wqi(λi) = (λi − τi0)(λi − τi1) · · · (λi − τiqi),
τi0, ..., τiqi− ñòàòèñòè÷åñêèå óçëû, ðàâíûå êîðíßì îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ñòå-
ïåíè qi + 1; ïîëèíîìû èìåþò âåñ, ðàâíûé fi(λi) - ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèß âå-
ðîßòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû λi, (Wqi(τiki))
′−çíà÷åíèå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé îò
ïîëèíîìà Wqi(λi) â óçëå τiki .
Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, öåíòðàëüíûå ìîìåíòû, êîððåëßöèîííàß ôóíê-







































dλi -÷èñëà Êðèñòîôôåëß äëß ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
λi ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèß fi(λi).
Âèäíî, ÷òî ïî ôîðìóëàì (13)-(16) ìîæíî âûïîëíèòü ðàñ÷åòû äëß ëþáîãî ìî-
ìåíòà t, â òîì ÷èñëå è íà ïðîãíîçíûé.
Â [3] ïðèâåäåíû òàáëèöû ñòàòèñòè÷åñêèõ óçëîâ è ÷èñåë Êðèñòîôôåëß äëß ðàâ-
íîìåðíîé, ýêñïîíåíöèàëüíîé è íîðìàëüíîé ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèß. Â äðóãèõ
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ãäå g(y)- ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèß, äëß êîòîðîé èìåþòñß òàáëèöû ñòàòèñòè÷åñêèõ
óçëîâ è ÷èñåë Êðèñòîôôåëß, ïðè ýòîì ÷èñëà Êðèñòîôôåëß îñòàþòñß òåìè æå;
a, c - íèæíèå ãðàíèöû èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x è λ ñîîòâåò-
ñòâåííî;
x − çíà÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî óçëà èç òàáëèöû ñòàòèñòè÷åñêèõ óçëîâ, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïëîòíîñòè ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèß g(y);
λ− èñêîìîå çíà÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî óçëà.
Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (17) ïîëó÷åíî òîëüêî äëß íåáîëüøîãî êîëè-
÷åñòâà ïðîñòåéøèõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé. Ïîñêîëüêó àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèß (17) äëß ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèß îáùåãî âèäà ïîëó÷èòü ïðàêòè÷åñêè
íåâîçìîæíî ïðåäëîæèì ÷èñëåííûé ìåòîä åãî ðåøåíèß, îñíîâàííûé íà ñëåäóþùåé
òåîðåìå.
Òåîðåìà 1. Çíà÷åíèå λ ñòàòèñòè÷åñêîãî óçëà, óäîâëåòâîðßþùåãî óðàâíåíèþ









λ(0) = c. (19)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì (17) â âèäå
λ∫
c















Ïðåîáðàçóåì (21) ñëåäóþùèì îáðàçîì:
λ∫
0









Ñ÷èòàß q ôóíêöèåé îò λ è ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (20) ïî ïåðåìåííîé λ, ïîëó÷èì
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì q(c) = 0.
Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü, ÷òî íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ßâëßåòñß q, à λ åñòü ôóíê-
öèß îò q, òî óðàâíåíèå (23) ïðèìåò òðåáóåìûé âèä (18) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (19)
è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì λ(0) = 0 äëß äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß, îïðåäå-
ëßåìîãî ïî (22). Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðßäêà (18)













ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì λ(0) = 0.
Çäåñü x3- çíà÷åíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî óçëà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèß g(x). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äëß ðåøåíèß óðàâíåíèß (18) íà ÏÝÂÌ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ïðî-
öåäóðû èíòåãðèðîâàíèß ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäïî÷òèòåëüíî
ñ àâòîìàòè÷åñêèì âûáîðîì øàãà èíòåãðèðîâàíèß íà çàäàííîì îòðåçêå èíòåãðèðî-
âàíèß. Íî åñëè ïðè èíòåãðèðîâàíèè âîçíèêàåò ñëó÷àé îáðàùåíèß ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèß f(λ) â íóëü (íàïðèìåð, ðàñïðåäåëåíèå Ðýëåß, ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå,
áåòà-ðàñïðåäåëåíèå) â ãðàíè÷íûõ êîíå÷íûõ òî÷êàõ èíòåðâàëîâ èõ îïðåäåëåíèß,
òî ïðàâàß ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß (18) îáðàùàåòñß â áåñêîíå÷íîñòü,
è òîãäà íåîáõîäèì äðóãîé ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ óçëà λ. Ñîäåðæàíèå òàêîãî ïîä-
õîäà ðàñêðûâàåòñß ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
Òåîðåìà 2. Â ñëó÷àå åñëè f(λ) îáðàùàåòñß â íóëü, èñêîìîå çíà÷åíèå λ ñòàòè-





λ− c− F (λ) + q3
1 + α(f(λ)− 1) (26)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
λ(0) = c. (27)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ó÷åòîì èñõîäíîãî äàííîãî q3 óðàâíåíèå (23) çàïèøåòñß â âèäå






ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè f(λ).
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Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
G(λ, α) = λ− c+ α(a(λ)− λ+ c), (29)
ãäå α - âñïîìîãàòåëüíûé ïàðàìåòð, èçìåíßþùèéñß â ïðåäåëàõ [0,1] . Ïðè α = 1
ïîëó÷àåì G(λ, 1) = a(λ), à ïðè α = 0 è λ = c èìååì G(λ, 0) = 0.
Äëß îïðåäåëåíèß êîðíß λ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèß (28) áóäåì ðåøàòü óðàâ-
íåíèå
G(λ, α) = 0, (30)
èç êîòîðîãî λ îïðåäåëßåòñß êàê ôóíêöèß α. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (30)













ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (27), ãäå
∂G
∂λ






= g(λ)− λ+ c.
Ðàçðåøèâ óðàâíåíèå (31) îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé dλdα , ïîëó÷àåì, ÷òî λ(α)
óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ (26) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (27). Ïðàâàß ÷àñòü óðàâíå-
íèß (26) óæå íå èìååò îñîáåííîñòåé â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðßäêà (26) ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ëþ-
áûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì íà êîíå÷íîì îòðåçêå [0,1], ïðè ýòîì λ(1)  êîðåíü òðàíñ-
öåíäåíòíîãî óðàâíåíèß (28). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä ðàñ÷åòà ñòàòèñòè÷åñêèõ óçëîâ, îñíîâàííûé íà òåîðåìå 2, ïî
ñóùåñòâó, ïðåäñòàâëßåò ñîáîé âàðèàíò ìåòîäà äèôôåðåíöèðîâàíèß ïî ïàðàìåòðó
íà îñíîâå ðåøåíèß óðàâíåíèß (23).
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèß óðàâíåíèß (17) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ïðåèìó-
ùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì, ïðèâåäåííûì â [3] íà ïðèìåðå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé:
• ïðèâîäèò ê áîëåå ïðîñòûì ôîðìóëàì äëß âû÷èñëåíèß ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèß (23), ïîñêîëüêó â íåé ïðèñóòñòâóåò òîëüêî ôóíêöèß f(λ) è íå ïðèñóò-
ñòâóåò g(x);
• îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èíòåãðèðîâàíèß óðàâíåíèß (18) íà íåáîëüøîì èí-
òåðâàëå (íå áîëåå ÷åì íà èíòåðâàëå (0, 1) è
• âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèß ñòàòèñòè÷åñêèõ óçëîâ ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòåé ðàñ-
ïðåäåëåíèé, àðãóìåíòû êîòîðûõ èçìåíßþòñß íà âñåé ÷èñëîâîé îñè.
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3. Ïðîãíîçèðîâàíèå öåíû. Ñóùíîñòü ïðîãíîçèðîâàíèß öåíû çàêëþ÷àåòñß:
1. Ïðè âûáðàííîé ñòåïåíè ïîëèíîìà Ëàãðàíæà (12) è èçâåñòíûì êîððåëßöèîí-
íûì ôóíêöèßì R(t, τ) è K(t, τ) ïðîöåññîâ n(t) è η(t) âû÷èñëßþòñß ñòàòèñòè-
÷åñêèå óçëû ïî ñîîòíîøåíèßì (18) è (26).
2. Ïðîèçâîäèòñß èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèß (5) ñ âû÷èñëåííûìè ñòàòèñòè÷å-
ñêèìè óçëàìè; èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíßåòñß äî çàäàííîãî ïðîãíîçíîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè.
3. Ïî ñîîòíîøåíèßì (13)-(16) ðàññ÷èòûâàþòñß íà ïðîãíîçíûé ìîìåíò âðåìåíè
âåðîßòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè öåíû: ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, öåíòðàëü-
íûå ìîìåíòû âûñøåãî ïîðßäêà, êîððåëßöèîííàß ôóíêöèß è çàêîí ðàñïðåäå-
ëåíèß âåðîßòíîñòåé.
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